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MICRODESCRIPTION 
 
В статті проведено моделювання еколого-економічної системи з виділенням двох 
класів виробничих факторів: економічного та екологічного. На основі розподілу виробничих 
потужностей за технологіями побудовано параметричне представлення галузевої 
еколого-економічної виробничої функції. 
 
В статье проведено моделирование эколого-экономической системы из выделением 
двух классов производственных факторов: экономического и экологического. На основе 
распределения производственных мощностей за технологиями построено 
параметрическое представление отраслевой эколого-экономической производственной 
функции. 
 
In the article is patterned an ecology-economy system with two-classes resources: 
ecological and economical. On the ground of the production capacity distribution is proposed a 
parametric formulation of the industry ecology-economy production function. 
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Вступ. Сучасний етап розвитку людської цивілізації характеризується 
підвищенням уваги до проблеми охорони довкілля та раціонального 
використання природних ресурсів. Складність і багатогранність проблеми 
збереження навколишнього природного середовища зумовлює необхідність 
застосування до її вивчення методів математичного моделювання як 
важливого інструменту пошуку найбільш ефективних заходів запобігання 
негативному впливу виробничої діяльності на природу. Важливим є створення 
нових науково-методичних підходів для вирішення цієї проблеми [1]. 
Процеси еколого-економічної взаємодії та сталого розвитку на сьогодні 
стали об’єктом наукових досліджень багатьох вітчизняних та закордонних 
вчених. Значне місце у створенні та розв’язанні теоретичних основ сталого 
розвитку займають, зокрема, праці В.І. Вернадського, М.М. Мойсеєва, 
В. Леонтьєва, Д. Форда, Дж. Неша, Дж. Форрестера, О. Бакаєва, В. Геєця, 
І. Ляшенка, В. Григорківа, О. Петрова, І. Поспелова, О. Шананіна, Р. Раяцкаса, 
О. Лотова та ін. 
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Складність та багатогранність проблем еколого-економічної взаємодії та 
сталого розвитку потребують подальшого вивчення з метою розроблення 
нових та вдосконалення вже існуючих методів вирішення соціально-
економічних завдань та збереження природно-ресурсного потенціалу. 
Постановка завдання. На сучасному етапі розвитку еколого-
економічних відносин все більш важливу роль відіграють організаційно-
економічні аспекти, які накладають обмеження на можливості реалізації 
оптимального способу виробництва. Отже, якщо відомі кількість і склад 
виробничих факторів, технологічних способів і організаційно-економічні 
обмеження, то на підставі цих даних можна визначити обсяг і структуру 
випуску. В сукупності з організаційно-економічними обмеженнями 
зовнішнього порядку створена структура виробництва задає відображення, 
яке визначене на множині можливих комбінацій ресурсів і ставить у 
відповідність кожному такому набору ресурсів найкращий випуск продукції, 
виготовленої з їх використанням. Модель такої залежності прийнято називати 
виробничою функцією [2], що дає як кількісну, так і якісну оцінку 
виробничого процесу, причому як на мікро-, так і на макрорівні. Проблема 
побудови виробничої функції була і залишається однією з центральних 
проблем економіко-математичного моделювання. 
При цьому максимізація продуктового виробництва до недавнього часу 
залишалася основним економічним показником, на який зорієнтовані 
більшість методів побудови та досліджень виробничих функцій. Однак 
завдання переходу економіки на модель сталого розвитку вимагає перегляду 
традиційних методів визначення показників доходу, врахування екологічно 
відрегульованих показників і перехід саме на ці показники всієї системи 
економічних важелів. Тобто постала необхідність розгляду нової виробничої 
функції, виробничі фактори якої умовно можна поділити на економічні та 
екологічні. Це так звана еколого-економічна виробнича функція [3]. 
Модель еколого-економічної виробничої функції завдяки врахуванню 
економічної і екологічної підсистем, а також їх взаємозв’язків, здатна, 
зокрема, дати відповідь на актуальне запитання: як вплине запровадження 
будь-якого механізму управління природокористуванням на стан 
навколишньої природної системи і економічний розвиток. 
Виходячи з ефективності застосування виробничих функцій до аналізу 
економічних систем, поставимо задачу їх побудови на основі вихідного 
мікроописання технологічної структури, яка характеризується множиною 
витрат економічного та екологічного ресурсу, виробничих можливостей та 
станів. Вирішення даної проблеми одночасно дає змогу прояснити питання 
зв’язку мікро- та макроопису виробничого середовища, а точніше, 
запропонувати одну з процедур агрегування [4]. 
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Методологія. Результати дослідження отримані на основі методів 
економічної теорії, економіко-математичного моделювання, інтегрального та 
диференціального числення, системного аналізу. 
Результати дослідження. Будемо розглядати економічну систему, в 
якій діє сукупність незалежних виробників в умовах досконалої конкуренції. 
Кожен з них пропонує виготовлену продукцію на ринку однорідного товару, 
характеризується множиною виробничих можливостей, потоком інвестицій I , 
потужністю M  – максимально можливим випуском продукту за одиницю 
часу. Виробничі фактори поділятимемо на економічні та екологічні. До 
першого належить однорідна робоча сила R , до другого – встановлений обсяг 
дозволених викидів шкідливих речовин Q . 
Будемо вважати, що продукт випускається різними технологічними 
способами. Кожна технологія характеризується такими параметрами: 
  – норма витрат праці на випуск одиниці продукту за одиницю часу; 
q  – норма викидів забруднюючих речовин на одиницю випущеної 
продукції за одиницю часу; 
  – темп вибуття потужності; 
r  – темп зростання забрудненості внаслідок старіння технології. 
Окрім цього будемо розглядати момент часу   створення нової 
виробничої одиниці, використану нову технологію  t , тобто найменші 
витрати живої праці на одиницю продукції, найменший випуск забруднювачів 
 ts  на одиницю матеріального виробництва та потік інвестицій  sI ,, . 
Потужність, норма трудоємності та норма емісій забруднюючих речовин на 
одиницю випущеної продукції виробничої одиниці  s,,  змінюються у часі. 
Позначимо їх відповідно  ,tm ,   ,t  та  ,tq . Внаслідок фізичного зношення 
потужність змінюється за законом: 
    ,, tmtm
t



, t ,    sIm ,,,   . (1) 
Розв’язок отриманої задачі Коші визначає зміну потужності у часі: 
       tesItm ,,, , t . 
Обсяг робочих місць на виробничій одиниці дорівнює  sI ,,  і не 
змінюється у часі. Звідси приходимо до такого співвідношення: 
     0,, 


 tmt
t
, t ,    , . 
З останніх умов та (1) знаходимо, що 
       tesItm ,,, , (2) 
     tet, , t . (3) 
Можна говорити, що виробничі одиниці  ,tm  технологічно старіють, 
зменшуючи свою потужність згідно з (2), збільшуючи свою трудоємність 
згідно з (3) та збільшуючи забрудненість згідно з експоненціальним законом 
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(використовується класична гіпотеза про екологічну шкоду зношеного 
устаткування): 
     trsetq , . 
На основі отриманих рівнянь робимо висновок, що сумарна потужність 
є інтегральною величиною від інвестицій, що змінюється з темпом 0  в 
межах встановлених ресурсних обмежень: 
     
 



t
tt
t deIqtM

 ,, , 
(4) 
де функцію  t  визначаємо з умов: 
  ,   et  (5) 
  .qets r    (6) 
Функція  t  є аргументом запізнення. Рівняння (5)–(6) визначають 
умови переходу виробничої потужності на оптимальні технології випуску 
одиниці продукції з точки зору оптимальної норми витрат живої праці та 
викидів забруднюючих речовин, а також встановлює можливий часовий 
діапазон їх функціонування  tt , . При цьому визначальним для   є рівняння 
(5), а співвідношення (6) дає лише зв’язок функцій  ts  та  tq . 
Відносно витрат живої праці вважається, що розподіл трудових ресурсів 
відбувається, головним чином, виходячи з наявного економічного потенціалу 
технології. В процесі зміни обсягів робіт, структури економічної системи 
відповідно змінюється і попит на трудові ресурси. Обсяг трудових ресурсів, 
задіяних на даній технологічній множині, визначає інтеграл 
     
 



t
tt
dIqtR

,, . 
(7) 
Екологічний ресурс як обсяг дозволених емісій забруднюючих речовин 
визначається адміністративно. У процесі зміни технологічної структури, 
введення інновацій тощо відповідним чином змінюється обсяг, спричинених 
діяльністю матеріального виробництва забруднюючих речовин. Обсяг 
екологічного ресурсу, задіяного на даній технологічній множині, визначає 
інтеграл 
     
 



t
tt
dIsqtQ

,, . 
(8) 
Технологічну структуру виробництва в момент часу t , окрім введеної 
раніше функції розподілу потужностей за технологіями  qtm ;; , будемо також 
описувати неперервною функцією нормованого розподілу потужностей за 
технологіями  qth ;; . Дані функції зв’язані співвідношенням 
 
 
 tM
qtm
qth
,,
,,

  , 
яке визначає розподіл одиниці потужності в момент часу t . 
5 
 
Припускається, що   0;; qtm  ,   0;; qth   на множині 21   ; 
21 sqs  , де 1  та 2  – визначає відповідно найкращу та найгіршу технологію, 
що використовуються у виробництві; 1s  та 2s  – найменший та найбільший 
обсяг викидів забруднюючих речовин на технологічній множині. 
На основі введених припущень побудуємо виробничу функцію, яка б 
описувала обсяг валового випуску залежно від обсягів використаних 
економічних та екологічних ресурсів та враховувала зміну технологічної 
структури виробництва. Така еколого-економічна виробнича функція може 
бути записана в неявному параметричному вигляді: 
   21;; xxtftMY  , 
де 
 tM
R
x 1 ,  tM
Q
x 2 ,  
 
 tM
qtm
qth
,,
,,

   
 – розподіл одиниці потужності в момент часу t , 
   
  
 




t ts
dqdqthxxtf ,,,, 21  
– сумарна одиниця використаної потужності, 
 
  
 




t ts
dqdqthx ,,1 ,  
  
 




t ts
dqdqtqhx ,,2 . 
Проте користуватись такою неявно заданою еколого-економічною 
виробничою функцією надзвичайно важко. Для подальшого використаємо 
інший підхід. 
Використовуючи рівняння динаміки потужності 
MI
dt
dM
  
та умови (4), (7)-(8), отримуємо рівняння 
         

deIxxtftM t
t
t


21,, ,       

dIxtM
t
t


1 ,       

dIqxtM
t
t


2 . 
При цьому 
   
   










t
tdkk
etMM 

  
– розв’язок задачі Коші 
   





 ,
,
1


 MtM
M
I
dt
dM
M
t
 
де  
 
 kM
kI
k  . 
З отриманих співвідношень приходимо до неявного параметричного 
подання еколого-економічної виробничої функції: 
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   
 




t
t
dkk
dexxtf
t


 21 ,, , 
   
   


 

t
t
dkkt
detx
t


 1 ,    
   


 

t
t
dkkt
detsx
t


 2 . 
Проінтегрувати співвідношення (9) вдається лише в окремих випадках. 
Один з таких випадків ми розглянемо. 
Будемо вважати, що темп зростання продуктивності праці внаслідок 
технологічних нововведень 
dt
d

1
  пропорційний частці створюваних нових 
потужностей  tI  в сумарній потужності, т.т.  t
dt
d



1
1
 , 01  , а темп 
скорочення викидів внаслідок технологічних нововведень 
dt
ds
s
1
  також 
пропорційний частці створюваних нових потужностей, т.т.  t
dt
ds
s
 2
1
 , 
02  . 
Тоді еколого-економічна виробнича функція набуває вигляду 
 
 
 

t
t
dkk
exxtf 

1,, 21 , 
   
   
 
   













 




t
t
t
dkkt
t
dkkt
etdetx 




11
11 11 , 
     
    
 
 
       
 













 




t
xxt
t
dkkxxrt
xxt
dkktr
etsdetsrx 2,1
221
21
1,
,
22 11




 . 
 
Із загального подання еколого-економічної виробничої функції можна 
отримати вирази для виробничої функції в кількох частинних випадках. При 
цьому аналітичний вираз виробничої функції  21,, xxtf  розпадається на два 
випадки: залежність рівня матеріального випуску від витрат праці  11 , xtf  та 
залежність рівня матеріального випуску від встановлених екологічних 
обмежень  22 , xtf . Зв’язок між ними встановлюється так 
      221121 ,,,min,, xtfxtfxxtf  . 
1. Якщо потужності не зношуються 0 , а темп зростання забрудненості 
внаслідок старіння технології 0r , тоді 
 
 
11
1
1
1
11
1
11,


 





 
 x
t
xtf  при 
 
1
1
1 



t
x ; 
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  1, 11 xtf  при 
 
1
1
1 



t
x ; 
 
 
21
1
2
2
22
1
11,
 





 
 x
ts
xtf  при 
 
2
2
1 

ts
x ; 
  1, 22 xtf  при 
 
2
2
1 

ts
x . 
2. Якщо інвестиції  tI  становлять сталу частку потужностей  tM , тобто  
  constt  , тоді 
 
 






 














11
1
1
1
11
1
11, x
t
xtf  при 
 






1
1
1
t
x ; 
  1, 11 xtf  при 
 






1
1
1
t
x ; 
 
 






r
x
ts
r
xtf













 


21
1
2
2
22
1
11,  при 
 



r
ts
x



2
2
1
; 
  1, 22 xtf  при 
 



r
ts
x



2
2
1
. 
3. Якщо const , а технологічні нововведення відсутні ( 01  , 02  ), тоді 
 
 




 r
x
t
r
xtf













 


1
1
111
1
11,  при 
 



r
t
x



1
1 ; 
  1, 11 xtf  при 
 



r
t
x



1
1 ; 
 
 



 r
x
ts
r
xtf













 


1
1
222
1
11,  при 
 

 r
ts
x



1
2 ; 
  1, 2 xtf  при 
 

 r
ts
x



1
2 . 
Отримані частинні випадки подання еколого-економічної виробничої 
функції можуть бути використані у практичній діяльності. 
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Висновки. Наукова новизна отриманих результатів полягає у побудові в 
явному аналітичному вигляді еколого-економічної виробничої функції на 
основі розподілу виробничих потужностей за технологіями. При цьому 
враховано можливість еволюції технологічного укладу еколого-економічної 
системи. Отримані співвідношення цілком узгоджуються з відповідними 
результатами, представленими в [5]. Запропонована модель може бути 
корисною складовою комплексних оптимізаційних моделей, моделей 
розширеного відтворення, а також доповненням апарату теорії агрегування. 
Подальші дослідження та удосконалення отриманих результатів автор 
планує провести в контексті розгляду двосекторної еколого-економічної 
системи. 
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